MATHEMATISCH CENTRUM

2e BOERHAAVESTRAAT 49
AMSTERD AM

L

STATISTISCHE AFDELING

Leiding: Prof. Dr D. van Dantzig
Chet van de Statistische Consultatie: Prof. Dr J. Hemelrijk

Rapport S 174 (M 62)

Zen toets tegen kettingcorrelatie bi j

toepassing van regressiemethoden bi ] C1jdreeksen

vVerslilag van een colloquiumvoordrscht over een
crtlkel van J. DURBIN en G.S5. WATSON (Biometri ka, 1950 en 1951)

cdoor

Gerde Klerk-Grobben

Juli 1955



! y

The Mathematical Centre at Amsterdam, founded the' 11th of Fébruary 19486, is a non-profit
institution aiming at the premotion: of pure mathernatics and its applicctions, and is
sponsored by the Netherlands Government through the Netherlands Organization for
Pure Research (Z.W.0.) and the Ceniral National Council for Appiied Scientific Research

in the Netherlands (T.N.Q.), by: the; Municipakhty of Amsterdam and by several industries.



Inhoud

summary

1. Inleiding

2. Begrippen uit de matrixtheorie en het onderscheidingsvermogen
ven een toets

5. Toegelaten hypothesen en toetsingsgrootheid

4 Waarschijnlijkheidsverdeling ven de toefsingsgrootheld onder
de nulhvoothese

>. Gebruik van de tabellen

6. Een voorbeeld

(. Benadering voor de verdeling van de toetsingsgroothe1d

8 Opmerking

Literatuur

Tabellecn



1. Inleiding

1.1 BlJ de regressieanalyse.ils de methode der kleinste kwadra-
ten 1n algemeen gebruik voor het schatten van onbekende regres-
slecoéfficienten Deze schattingen bezltten gunstige eigenschap-
pen mits enkele onderstellingen betreffende de waarnemingen ver-

vuld zijn. Wij keschouwen het volgende linezire regressiemodel:

(7;]) g;—;ﬁ:x'+...ﬂ+—/ixk v /])J

hierin zijn =

,--.,2 de onafhankelil jke variabelen welke wij als
niet-stochastisch beschouwen; y 1s de afhankell jke, wel stochas-
tische, VafiabelejJﬁ”.hwi,/i zljn de onbekende regressieco&ffi-
ciénten en v vertegenwoordigt het stochastische deel van ] (in
T Engels wordt dit met "error'" aangeduid). Voor de grootheden

gy en x,.... .5 X% Worden waarnemingen verricht. Dit waarnemings-
materiaal ziet er dus als volgt uit:

gr Iu 1 xkr
| .. . | K <m
(1:2) | : : '- =)
I RL S “km 7
waarbij steeds de waarden van g en x,.. ..,x_ op één regel biy

e lkaar behoren volgens de betrekkingen (1;1). hetgeen wij dus
ook als volgt kunnen nnteren:

(152) - v ‘
5 (.. s > S Pooe e s e & s
7 é/l. /j’ [ » ﬁk K + ———* > L /J Jm

¢ o

terwljl y. de door y. aingenomen waarden zijn. De waarden van

p

2 ST
voor /yr.*w/gr worden schattingen gevraagd.

/% en de door Y. aangenomen waarden zljn onbekend,

1.2, De onderstellingen waar wij in het begin ven deze paragraaf
Op doelden hebben nu betrekking op de grootheden v, en hun waar-

&
schijnligkheidsverdeling. Z1ij luiden:

a)ﬁD@'wamrachljnlijkh@idaverdelingvan v,y hangt niet
van de waarden van < , ... ,x al’ en ledere v heell ver-
t X L
wachting nul: Cwv -0 ., i=+(,. ... .m.

C
Deze onderstelling maakt het mogelijk om, indien wij meest aan-
2 < o 2 ® 2 - B -
nemelljke schattingen ) en katoetgen.B) cebruiken, hierblj de

& - T el W s WA amp W el Y L W

1) Stochastische grootheden, dus gcrootheden dle een waarsch.i jn-
ll1jkheidsverdeling bezitten, worden met onderstreepte letters
aangegeven. DURBIN en WATSON gebruiken het symbool & in plaats
van v

2) Engels: maximum likelihood estimates.

3) Engels

& 8

likelihood ratio tests.
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Lscn te beschouwen, ook ol 2L Jn

b) De groothelden “1gn onderling onafhankelik

verdee Ld met ceselfde (onbekends) spreiding o

Jiga o) en b)) verva:o . dan zign de kleinste Kwadraten-gschattingen

| 5)

Zin, dat ze onder alle mogelijke zuivere lineaire schattingen

\Wﬁr“/E e de broste lineaire zuivere schattingen, in d:ie
de klelnste spreiding bezitten. Voor deze spreidingen zijn dan

cveneens zulvere schattingen beschikbaar

¢) De groothcden Y, -, bezltten een normale verdeling.

n-ll""

Do onderstellingen a), L) en ¢) kunnen Wl samenvatten tot

21gn, voor ileder si- ] waardenmig,
nankelijk normeal verdeold metl gemiddelde O en spreiding o (kort:

onderling onaf-

V., —> N{oia) s ¢ -0, m ). Is dit vervuld dan z1jn de kleinste
Kwadraten- schattingen meest aanneme L1 jke schattingen, terwlijl
de pebruikeli jke toetsen ( F -touts en toets van STUDENT) gelden

A C e L S
t- 1) )\ ~TOE¢Tn AR Jil

1.3 In het artikel von DURBIN en WATSON (4950y1954) wordt nu

. TR o Y L w , L r . | ) |
een toels ontwikkeld om één dezer onderstellingen te controleren,

nl. Cwﬁ:y:j...,ﬁﬂqﬁnﬂarllng onafhankeli gk verdeeld z1lgn (onder-

stelling b) ), wearoLy als alternatief speclaal de mopell jkheid
van kettinceorrelatic (correlatie tussen Opvolgende wasrnemingen
voor y dus tUﬁbﬂTIZ{_(Hﬂ v (= 2,3

woa— ol e

C o/

3 geven wij een nouwkeurigere formulering van de beschouwde al-

) wordt geschouwd. In par,

J L]

cernaticven  Ven do onderstellingen a) en C ) wordt aangenomen,
cat ze vervyld 1 gt

Bestaat ¢r cen corrclatic (van willekeurige aard) tussen

™

de we arnemiangen, dan blijven de Kle nzte kwadraten-schattin Nz ecn
der /% S weliowo r zuilver, maar ze behoeven niet meer de kleirn.-
Te spreiding Le bezitten Nnoversel 1gking met andere zuivere
Lincairc scnattingen; bovendien tunnen de Spreldingen van deze
:enattingen onderschat worden «n kunnen de ¢ - en F- toe >Tsen hun
geldadlgheid vecrliczen.

4) Men werkt:hqcﬁ?ﬁggnwﬂ“vmorwaardelijkﬂ onder de voorwaarde
der pevonden we arden XL -, X van o , X
5) Engely: unbiased ., i ’ T



1.4, BiJ het beschrijven van de toets zulien wi) enkele be-
gripnen ult de matristheorie ¢n over het ond rscheldingsver-

mogen van €<¢n toets nodlpy hebben. Zl1e hiervoor par. 2.

Verder zullen wi] it ailit raonort geen afleidingen ¢n uve-
Wljzen ocopnemen, maar alleen de resultiten van DURBIN en WATSON

beschrijven ¢n aan een voorvbeelce toelichten.

2. Begriospen uilt de matrixtheorie en het onderscheidlngsver-

mogen van een toetls.

2.1. Voor de verschillende optredende matrices zullen wij de

volgend: afkortingen invoer n:
S . ” g

def | >f [ , |
. {

X X W
I M ‘j—n " /5??

De vergeligkingen (1:2) kunnen wi,) nu samenvatten tot:

Men kan nu afleiden dat voor de kleinste kwadraten-schattingen

\Hxn?/%,,..i/ﬁy welke wilij met b, ..., ék aangeven, geldt:

| ’\ 4 } | '
(2;2) b-(Xx'X) Xy et b - ]
b
K
Len geaccentueerde letter geeft de getransponeerde matrlx aan
(deze ontstact door verwigscling van rijen en kolommen uit de
oorspronkelijke). De exponent -1 geeft inversie van de matrix
acn,
De afwl jkingen tussen de waarnemingen en de bljgbehoréende

regresslewaarden worden gegeven door:

=,
- , ‘\/ . % I -
£ = 4 - Xb  , wa.rin dus =z = ~ ;
e
- -—y‘}

en word:n de residucn genoemd, Hieruit kunnen wij door substi-
tutie met behulp van (2;2) en (2;1) afleiden

{I,,., XXXy - {3; CXXR)TAH s M

J stelt hierin de cenhe dsmatrix van de orde n voor De matrix
M hangi dus alle.n af van de matrix X of, in de Cerminociogle
van DURBIN en WATSON,; v&#n de regressievecforen x, ... .. , X,
(dit z1,n de kolommen uit X ). Zoals te verwachten 1s, wordt

pd

-yuniinammidine

i

voor de toetsingsgrootheid een functie van z genomen.
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< 2. In het volgende zullen wi) nog gebrulk maken van elgenwaar-

den en elgenvectoren van matrices. De eigpenwaarden van een vier-

kante matrix C)zijn dc oplogssingen van de vergell jking
aeterminant (@ﬂ M,K:T);:o R
- T

i? 12

p G, - A .

| 21 27

dus van 6 A £ - : A i
0

¢

éwz 6‘?‘?2 ) ] 0 N A

M
D1IT 1s een »* gracdsvergelil jking met dus » oplossingen AM,.wAh.
W1l bekigken nu bij €en van de onlossingen b.v., )g het verge-

L1l jkingenstelsel

(9”““}‘,)‘-“**"-- -- .+ @ . = O

)

o - . : .. - ~ )\ ) L = 0
9 Nt J ( @ M T Py »
D1T stelsel homogene lineaire vergelijkingen heeft, omdat zijn

coeéfficiEnten-determinant nul is, een andere dan de nul oplos-

Sing. Deze andere oplossing noemen wij nu de eigenvector van de
matrixQ5>biJ de eigenwaarde A

2.3. Het onderscheidingsvermogen van een toets t.o.v. een bepaal-

de alternatieve hypnthese kunnen wij definiéren als de kans dat
de Toets leidt tot verwerping van de nulhvpothese, indien deze
alternatieve hvpothese juist is. Een toets 1s uniform meest on-
derscheidend, indien zijn onderscheidingsvermogen, dus de kans
Op verwerplng van de nulhyoothese, voor alle toegelaten alter-
natleve hynothesen groter is dan van alle andere mogelljke toet-

Y

sen. Allcen éénzijdige toetsen (toegelaten alternaticven; of

]
ae

positieve correlatie of negatieve correlatie) kunnen in stricte
zin uniform meest onderscheidend zijn., Een uit twee éénzijdige
samengeste lde symmetrische tweezijdige toets is 1n dat geval
uniform meest onderscheidend t.o.v. een 1ets beperktere klasse
van Ttoets ' n, nl. t.o.v. dilie toetsen waarbij de eerste afgeleide
van het onderscheidingsvermogen naar f (de correlatieco&fficignt
van v, en v, ) voor [P-o continu is en gelijk aan nul. Het on-
derscheidingsvermogen bezit dan ecn horizontale raaklijn'bij/Lf;
en de tToets wordt zulver goenoemd,



5. Toegelaten hypothesen en toetsingsgrootheid.

5.1, In par. 1.3 werd er rceds op gewezen, dat wij slechts een
bepaalde soort correlatic tussen de waarnemingen beschouwen,
namelijk die waarbij e¢r cen correlatie tussen opeenvolgende
waarnemingen bestaat, waar geen correlatie of althans een minder
celangri gke correlatie tussen verder van elkaar gelegen waarne-
mingen. Dergeli jke correlaties treden in het bijzonder op, 1ndien
de volgende relaties gelden:

(351) Eimfgiﬂfg..l; , L= 2, ... m
waarin |} <1 en «. onafhankelljk van v, WY, o ,.... En van u
&. . ,.... verdeeld is. Dit model vormt de gronds lag voor de toets,
waarblj bovendien ondersteld wordt, dat de 2 Nfe;a}-verdeeld
18,

De waarschijnlijkheidsdichtheid van YV, L,y wordt, wan-
neer wij van (3;1) uitgaan, gegeven door:

: 14 7

(352) Ko e f - (zcrz)”[(u- Pl v -pv, -2pZ v, u‘ﬁ:“]}.

De hypothese die wij willen toetsen (geen correlatie) is nu dus:
F: 0 ;de alternatieven waartegen wij toetsen kunnen, al’hankeli jk
van het probleem dat wij behandelen, zijn hetzij*F>o(positi@ve
correlatie), hetzi ] < o (negatieve correlatie), hetzij >0 en

P < 0 dus (9¢roa

3.2. De door DURBIN c¢n WATSON ontwikkelde toets 1is op de volgende
stelling van T.W. ANDERSON (1948) geckasecerd. Wij bekijken weer
net regressilemodel (in matrixnotatie):

&

g = X ///3“' i .,J:::’ >

cn maken de¢ volgende onderstellingen:

1) de verdelincsdichtheid van V..o LY wordt gegeven door
) i -t S 2 ,
(3;_5) K é’/,veo[m(li 2) {(lmf"i)zw")/; MZPU’@V}];

waarin(g)een willeke . rige bekende niet-singuliere symmetrische
matrix voorstelt waar F niet 1in voorkomt, en

2) Er zijn %’eigenveetOP@n.van.GD s Wwaarult ileder der re-

gressievectoren X, % (de %kolommen van ¥ ) door lineaire com-
Y

Pilnatie te vormen is.



Onder deze onderstellingen heeflt ANDERSON een uniform meest
onderscheidende toets 1in de zZin van par. 2.3 afgeleid voor de
nypothese (- o . De toetsingsgrootheld voor deze toets heefl

de gedaantc

(3;4) v - (z'z) =z &=z |,

of een monotone functie hiervan. Wij merken nog op, dat onder-
stelling 2) ecn zecer ernstige beperking hetekent, zodra wij de re-
gressicevectoren niet zelf kunnen bepalen. Voor een willekeurlg

regressiesysteem is dus de toets met toetsingsgrootheid (3;4)

in het algemeen niet uniform meest onderscheidend. Dit betekent
cchter niet, dat doe tocts dan zijn zeldigheid verliest. De onbe-
Crouwbaarheid crvan wordt nict door onderstelling 2) beheerst,
docht slechts door 1). Allcen is er, als 2) niet vervuld is,

1n principe voor sommige alternatieven cen toots met groter

onderscnelidingsvermogen te vinden,

3.3, Om de stelling van ANDERSON toc te passen op het door ons
beschouwde geval zullen wij dus (=) zo moeten kiezen, dat de ver-
delingsdichtheid (3:;3) met (33;2) overeenstemt. Dit blijkt niect

goed benaderd wordt, b.v. door Te nemen:

{1 (J 0
I () /
5

| | 3
, ;0
| / O
O - - . .0 f /
Met deze keuze van tgaat (333) over in
( 3;5) e ‘{W}/“‘“ (‘;J‘ O“l/)wf{”(/ . /M;,-?} Z "U:l . f;)("ﬁlj;l-g- 'U;l) - 2 /f.,) Z ,»u; - - ] .

DURBIN en VATSON stellen nu als toetsingsgrootheld de volgende
functie van de bij deze () behorende % voor:

AriiSragraiiiierl-

| M Ny, T} ']
(3:6) o bt ool = (2 2Y) Z (= -z, ).
i — e =d T (=1 ¢ L -/

Deze grootheid « kan zelf weer 1in de vorm (3;4) geschreven worden

L Tl e

en wel als



/ 2 - - O
(357) & =(z'2) 2 A2 wmet A . 0 -1 2 -4 .. 0
t .
-1 2 -
) O A
lussen Gﬂ en A bestaat de betrekking Gast;wm%/& waarult volgt

dat69 en A dezelfde elpenvectoren bezitten., Voor de toets met

toetsinzegrootheid o hebben wij nu dus de volgende eigenschap:

W -

De Toets gebascerd op o is in het algemeen niet uniform meest

i

onderscheidend (in de zin van par. 2.3), waar wel in het speciale

aaaaa

presslevectoren x, ,xp aoor lineailre combinatle te vormen isu)
4. Waarschijnligkheidsverdecling van de toetsingsgrootheid onder

de nulhypothese.,

“.1. Om de toets te kunnen uitvoeren, moeten de kritieke waarden
voor de toetsingsgrootheid &« bepaald worden. Daar dit b1 wille-

WATSON voor ecn benadering gebruik van de volgende door hen af-
gelelde stelling:

Tussen de kolomvectoren = en u bestaat de betrekking = - Mas

e pep o T AT ik

o | M - -
met M- T _ X ({XX) X (zie par. 2.1) zodat wij voor &« kunnen

ATt NP

s L

nogmaals de stelling van ANDERSON toe, dan zien wig dat o (en

dus ook ¥ ) in dezelfdc bovengenoemde specciale gevallen ( =x

6) Passen wlj op de toctsingsgrootheid o4 , uitgaande van (3;7)

r
i

) s » . . LB 5 i N ) . . . . - &
s Xy llnealire combinatics van £ cigenvectoren van A ) ook
cen unliorm mcecest onderscheidende toets oplevert voor -0 10

lingsdichtheid (3;3) ¢J door A te vervangen., Bij uitwerken van

de matrixvermenigvuldigingen v '®@wv  en v A v blijken deze
verdelingsdichtheden nict de . Iftie te =ijn,behalve voor P=-o0. Hicr-
ult volgt dus, dat v (bij die speciale regressiesystemen)een

unirorm meest onderscheidende tocts geeft in een uitgebreider

model dan in de stelling van ANDERSON aangegeven wordt.



schrijven:

;

— , | -
(i{ = (ﬂéé% }3 A =z x(_'_‘;,['MJM U’“) o' MAMA

L . L K 5 _ _ ) K , ’ ' » .
Ts nu A cen relle cymmetriscine natrix, dan bezilt MAM precles

\
N

n-4 van nul verschilleonde clEcnwaarcen en dan gelat:

1) BEr 1s cen zodanipge orthogonale transformatie yyrHiﬁ ,
dat ¢ overgaat in

i

- 4 I T A £ “
(43;1) d - (2 ¢ ) 2w €
,._.2 . ¢ =
.y RSN PR . X . ! -
weorin v, ...,y » de van nul verschillende eigenwaerden van MATM
voorgste llan.,

7 e B — ey - Lo “ . | P . :
2) Zign s regressievectoren (dus s kolommen van }stgéﬁ')

geligk amn lincaire combinatics van s elgenvectoren van A en

rangschikken wi) dc cigenwaarden b1l de overige m -5 clgen-vec-

. - . . e . * d v -
toren van A cn alle c¢ligenwaarden van M AM naar opklimmende
crootte, dus

adan gﬁldt o i

dus zekor

(4;2) /\‘% .f: U S .>t¢4”{£ (L.:: /)2) ’}’J-%) 3

W

indlen wij met ij__JA alle c¢rgenwaarden van A gerangschikt
naar odklimmende groottc aongeven.

4.2, Uit deze stelling «1jn cen paar belangriljgke
ren al’ te leirden

by

}_J,:,

!
L

i 3 o o o ) ' » ) " ) - | . , ;9
1) Z1jn alle recrcssicvectoren lineaire combinaties van %
elgenvectoren van,%%(dug dan is 5. & ) dan is

}i[ - W ((L:: }3,.._,,'}/’3.*%)..

L3 L.

Dit geldt dus voor het speciale geval waarin de toets uniform
Meest onderscheidend is.

2) Noemen wij

PR I £ gy~ -k
. “iff(z \gl) {Z )\g em d ‘*if(zﬁfi) %)\n# fz )

WL b = et 8 L — ML'(- L= ¢ el (:
Qan geldt VO Lgens (4;3) VOOYr leder stel waard@nﬁf!,,.Jf;Jg;
, "

od = oJ =

-

[ o



Met behuln van dooe botrekking kunnen wig nu boven- on onder-

e kriticke wearden van ¢l bepalen, die onafhanke-

con i R

EYenvern vOOr <

11gk van de regressicvecetoren x x , zlgn. De verdellngen

y oo ' N
van g;éﬁn jéég onaer de getoetste hypothese, kunnen nl. met be-
nulp van de ceng en voor al to beonalen elgenwacrden Ag van A

Lepasld worden en do meomenten en kritieke waarden van deze ver-

dellingzen vormen aan, i,y icder regressicsysteem, grenzen voor

ade overvenkomstige momenten ¢n kritieke waarden van o . De ver-
deling van o hangt arf varn v, (ixfj.,w;mmﬁvtjua van de eigenwaarden

van MAM en zal dus verschillend z1jn big verschillende regres -
slesystcimen, hetgeen nauwkeurige berekening van de kritieke

waarden tot cen omslacntig werk maakt.,

4.3, De momenten van de vwrdeling van g kunnen ultgedrukt worden

gy phici e

1n de elgenwa.rden v, .. | %fvfn./wiAfﬁ , Hicrbilij wordt er ge-
bruik van gemaakt, dat de grooth(d&n ‘f evenals v onder de
nulhypothesge mndprl;ng onafhankell gk N{o; a) verdeeld z1jn

en dat d en QLtf onafhankelijk zign (E.J.G. PITMAN (1937),
J. VON NEUMANN (1944) )ﬁ zodat

Voor de momenten van o vindt men danc
-, M-k
é_x C/ ﬁﬁﬁﬁﬁ ( }’1 R % ) ;: \.) - V

¢ =/
( )-4- P j ) O ; ([ fjf g = , /erf ) = 2 E ( Y- '?C) ( V1o~ -+- A )‘] ( \) - D’"’) 2

1 mo %k
/_.% w.u[("‘r’? “ié)('}?m {-r.?)(/’w £+L;)‘] ;: (\) _.."1,3/)

&

S

( na’..,.d £

Om de momenten van o te berckenen i1is het dus voldoende de sommen

o

5 * - , — ~ 2‘ 3 o -
van macaten van ao W te kennen (CEUF?;"% 2. %) Z '3 :Z U:: L . )
L -

L »

4. 4. Dear de eigenwaarden van matrix A (3:;7) bekend zign (VON
NEUMANN (1941) )+

()4;4) )sz(;wam W} 5 J:/‘,i,*)mj

kunnen met behulp van de formules uit 4:3 de momenten ven ¢« en

=L
7 /7 -,
.  &éns en voor al berckend worden, waarna verdelingen kunnen

R
worden aangepast (DURBIN e¢n WATSON gebruiken hiervoor reeksen
van onvolledige R -functics).




,,,,,

samengevat, dic ¢chiter in de coerste plaats geschikt gemaakt zin
voor het geval, dat ¢één der regresslievectoren uitsluitend uit
cénen bestaat. Dit betokent, dat één d@r/ﬁ‘a (die'wij/qumﬂlen
noemen) voor iedere ¢ mct de factor 1 voorkomt, dus dat (1;2)

overgaat 1in

4 - = " ‘ + + “ - ).
e Io 7% AR [ . T (=)

In dat geval 1s de s ult de stelling uit 4.1 minstens ge-

1ijk aon 1. De kleinste cicenwaarde, ) , van A is nl. volgens

¢

(4;4) gclijk ain O. Voor deze eigenwaarde is dus A- ) I A en

men zlet gemakkeligk 1n, dat het product van A en een kolomvector

’,s S

met alleen cenen, gelijk aan O 1s. Dit betekent, dat de regressie-
vector van /% celijk 1s aan de bij ) -0 behorende eigenvector van

Ao Zign A =2 = . =) alle eigenwaarden van A , dan doet nu

dus, volgens stelline 2) van 4.1 de eipenwasrde ) niet mee.

/

-

De grenzen voor vy worden dus:

b6 P = = =
(456) R RN

De Tabellen 1, 2 en 3 geven voor onbetrouwbaarhelidsdrempels
0,055 0,025 en 0,01 @ﬁxVCWW““ifxzjiju._, 5 en m=1501) 40(5) 100,

x

dc bij s

i

¢ benorende kritileke waarden Van.gézﬁmlggu¢ De kriticke

waarde van o ligt dus tussen deze twee grenzen.

4.5, Is er gecn regressievector van uitsluitend éénen, zodat het
model niet in de vorm (4:;5) gebracht kan worden, dan zijn de ta-
bellen niet direct van toepassine. Men kan dan echter een con-
stante term 3, gaan tocvougen en dewe parameter (die = O is) als
cen onbekende parameter behandelen., Dit betekent, dat men enige
informatiec (nl. dat ﬁ%ywn iz) prigs geeft, hetgeen dus het on-
derscheidingsvermogen van de toets vermindert. De tabellen kunnen
dan e¢chter onveranderd gebruilkt worden, waarbij dan 4 <o waarde
van{'uit (1;2) aanneemt,

Deze vorm van de tabellen is gekozen, omdat het geval (4:5)
in de practijk vaker voorkomt dan het meer alocnene mode! (;0).
Waren de tabellen voor het algemene peval gemaakt, dan zou toc-
passing op (4:;5) tot ccn verlies aan onderscheidingsvermogen ¢
geleld hebben, dacr men dan geen gebruilk zou kunnen maken van de

wetenschap, dat & in dat geval minstens gelijk aan 1 1is.
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Door de tocvoe ing van /% aan het model zZullen ook de
kleinste kwadraten schattingoen voor de overige regressieco&lifl-
cidnten goewijgzipgd worden. et 13 cchter niet nodig alle bercke-
ningen opnicuw uil Te voeren. Zi1jn de sehattingen.fij...,EQ»VOOP
d¢ coeflficivnten /2 .”ﬂ%,volg@na model (1;2) bepaald (met de
formules (2;2) dan kan mcn met de volgende formules van DURBIN
on WATSON de sehattingeﬂ blj #ﬂ behorende bilj model (M;S)ﬁ

die dus voor de¢ ultvoering van de tocts gebruikt moeten worden,

J

berekenoen @

(H57) S _w B C{ ]
By 27

Wwa.rin

(438) C - (X' X)

—

ls. Deze matrix 1is recds beoerckend bir) de bepaling v n.f§ £J

. D
de ¢« lemonten van C zullen wij met c? acngeven., Verder 18

T
. ! -
Xz o o , ,
r L bl | ‘e
Kl
e P ~
2C = 7 . X

Q!

w-'mc-”h

™ ” 1.“ \ g y b 3
} v - T
-— ‘H I
)’_}' "3 f) 3 b, "> e sir A ] B - ]2 E— owaity {
" L e, : -

A ; ) - L ;__, (. A A | * e‘_,{,m o D G — ﬂj b

- . - ~ ; k... *

. ! .
.| ? . | o .

5. Gebrulk van de tavcelloen

S50 DL cen glgeven serlc wasrncemingen waaraan mode l 4:5 aange -
past wordt, zign nu volpens deze tabellen,afhankelilgk van de ult
de wasrnamingen berckonde waarde van o dric verschillende ult-
slagen van do¢ tocts mogeligk. Geven wig nl. de kriticke waarden
van o en < , dic bily de gogeven wasrden van m €n % en bij de

Hiob oo Tk re———

gekozen onbetrouwbaarheid ult de tabellen volgen, aan met a&

} s a m s . R, o - '
resp. a& dan 1s de ulitslag voor de cenzijdlige Toets LTegen posi-
L
ticve corrclatie

!

1) als,d.a(%t is: verwerping van de nulhypothea&ﬁf%:o}t@n
'“ gunste van > o .



f"“‘.
- /‘ iii;'f -

~ ’ ¢ ¢ 2 ' - W "
) als d £ d = d 1s: de tocts eindigt onbeslist en

Sapvari e

L LA

3) als d < d ig: dc¢ nulhypothese wordt niet ver-

5.2, Voor de toets toepen nomolieve correlatie merken wlg  OPRs dat
de toctsingsgrootheicd d beperkt 1s tot het interval (0,4) 1mmers

volgens de uiltdrukking (4:;1) voor &€ is v = = Vg, zodat dus;

rezien de gronzen voor w, geldt )= = A waarin, volgens (Hs54)

A=0 €n A <y , waarbl] Am de prens 4 voor grote m dicht bena-
¥l

?

dert. Verder blijkt & bijna symmetrisch verdeeld te zijgn. ALS
in plasts van d de waarde 4.o tc bepalen en op deze wanrde de

tocts tegen poSlticve corrclatic als 1n H5.1 tog Te passen.

5.3. D¢ tweezijdige tocts, dus met als mogelljke alternatleven
zOWe Ll [~ >0 alﬁfﬂ%wj, ontstaat oor combinatie van de toetsen uit
5.1 en 5.2. De onbetrouwbaarhe ' d wordt hierbily de som van de onbe-
trouwheden van de¢ éénzijdige toetsen. De mogeliljke uitslagen van
de Tocts zlgn nu:

1) ciﬁfd; of @_ﬂiazag . de hypothese [P0 wordt verworpen,

c ﬂZ*ﬂGiCﬂ? fﬁé«:éwmiz (¢ hypothese P=o wordt niel verwor-

Den Cn
3} alle andere gevallen: de toctes cindigt onbeslist.

/

In geval 1) 1lipgt dus « buiten het interval (ﬂ%zj q“:%;) , 1n

- - *, ' o J !
peval 2) ligt o binnen het interval ([« 4 - &
afinofivitodioiod T o /o

5.4, Ts de tocts onbeslist gelindipd dan kan nog een nader cnacr -

zoek worden ultgevoord door de verdeling van & te benaderen mot

[
LA |

cen B -verdoling, wolke benadering voldocende nauwkeurig 1o

voor voldoend grote m (m>q¢0), Op deze benadering komen wilj 1n

4

. o ~ Ao . e -
paragraal 7 nor uoiu

L.

-~

O, Eecn voorbeeld

Wi zullen als toelichting op de ultvoering van dg tocts een
voorbeeld bespreken dat DURBIN en WATSON in het tweede deel van
hun artikel peven., Bij dit voorbeeld bestaan de gegevens ult een
serie waarncmingen voor de grootheden Y , X, €N, . Dcze groot-

heden werden per Jaar waargenomen fedurende 690 jaar. Er wordt nu
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waarulrt volgt:
- 0,120¢ r b

- y

(}('X) A u =

i

adus

b = ~0,120 ¢n b= -5,228.

De kleinste kwadraten-schatting VOoor /% 1s b :G-bx -b %

De residuen z, hebben dus de gedaante

T - y w(y - b‘, }{.* mbzﬁﬁz -i"b; x“: rblx“):—. ‘Lj - gw br[lrc_“j%) “bﬂ (xiim“fg_)h

L

Om de Ttocetsingsgrootheid
N - 2
cz:[z.z.“j.Z(z_mz, )
L L ¢ -~/
te berekenen, benalen wij:
. 2, < — 2 ol WY y oy a
£ 2. = L (S(L - f;{) -~ 6.. 2{3“ - f)"{)('x},; = 3‘::) B b;z_ E( g, - y)(xli.” xl)

(deze formule volgt uit die voor z. door gebrulk te maken van de

.
ultdrukkingen (2;2) voor L on b)) en
< AN 2 2 2 2 2.
L(zl;w z-:.'....f) = £ (S/,, “3,_‘_,:) " B" Z(xlﬁmxfé-:) +b.'2. Z(xli Mxlcm,;)%a

O N TR T LY St OB TR
+ 2 b b Z{:&c’im X )= .__5:.")..

2 1L ]

A

# :a ) L c:\jwm o~ | . -2 -
Wlj vinden 2 2 = 0,221 on :Z(I‘WZ‘{);:CLDSj zodat <ixaguﬂg1mﬁ

L

y

In ong voorbeeld 1s »n=6bg en #-2 , blj een onbetrouwbaarheid

0,05 vinden wig hicrbi) voor de kriticke waarden van de grenzen

/
, . : f ¢ ¥ “3 3 ' ' o oo o - , S, .
voor < - d . I, 5% en L - bz, Willen wij de nulhypothese (geen
e A T Anwrintieniorny, L ~ —— {IL

correlatic) toctsen togen positicve correlatic, dan zullen wij
- ! 1 1 0 3 .
dus, daar 4 << %55 ac nulhypothese verwerpen., Ook indien wl )
" . o 4 o oy
toctsen met onbetrouwbasarheid 0,01 ( d;x /, 4,0 ) voert de toets

ot verwerping van de nulhyvpothese.

Willen wig bij c¢en onbetrouwbaarheid 0,05 de nulhypothesc
(geen correlatie) toetsen tegen de alternatieven postieve of
negaticve correlatie (dus tweezijdig), dan kunnen Wwlj dit berci-
Ken door zowel de toets tegen positicve correlatle als de toets
tegen negaticeve correlatic, beide met onbetrouwbaarheid 0,025
ult e voeren., Volgens 5.3. komt dit neer op het bepalen van dc
intervallen (ﬁ?b gmd;) She! /a: ,guc;;)~
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In ons geval zouden duze zign (1,45 2,52) en (1,60; 2,40).

Een waarde van & buliton het cersTte interval leidt dan tot ver-

ey A

{

werplng van de nulbypothise . Voor kleine v  en grote 4 kan het
voorkomen, dat C%;:}Z ; 1n dit geval 1s er geen inteorval waar-
vVoor geldt, dat wanncer in dit interval ligt, de toets tot
niet voerwerpen van de nulhynothoese voert, de tocts heeft dan
aus slcchts twee mopclijke uitkomsten: HF deo nulthynothese wordt
verworpen of de toets cindigt onbeslist.

(. Verder. behandeling voor onboesliste gevallen

I die gevallen waarin de tocts uit de vorlige paragrafen
nict tot ecen beslissing over deo nulhypothese voert, wordt cen
benadering voor de verde ling van ¢ gegeven, dice het mogelijk
maakt d¢ kriticke waarden voor d zelf te henaderen. Deze bena-
dering 1is echter all.cn voor grote m (m >¢40) nauwkeurig.

In paragrasf 4.3, zazgen wl] reeds dat de momenten van de
verdeling van  ultgedrukt kunnen worden in sommen van machten

van de clgoenwaarden, V. o, van d¢ matrix MAM. Nu z1lin deze

Sommen weoer pelljgk aan sporen /) vennl matrices die wij met be-
nulp van de matrices X en A kunnen berekenen . Wij zullen dit
nict at'lelden, maar zeven alleen de resultaten voor het cerste

cn tweedoe moment s

1y

(7J/I) k’:{:) );{J.}) : (/*?’2 35;3!) P

——m . |
(7;2) G_?.Ej{ié%':_:,? }‘F('ﬁy;..., 'ﬁg“'J)(”ﬂ”%’;%.’)i] , [(B-—- P E{gi}])
waarin
Pocap Ao ap[aax(xx)']
e , 2 . ! ~1 ] / ;! Sk
(3 - ~ap A~ 2 .mﬂ»;bf}( ATXAX X |+ Sp [X AX (X X ] .

dierbij maken wi) cebrulk van het volionde s

A/F"A = .2('?’?-“1)

’,
—ap A =2(3n-4):50m van kwadraten van alle elementen van A .

7) Het spoor van een vierksnte matrix is de som van de clemen-
ten o zijn hoofddiagonesal.
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Het (f,{)cdc element van X A X 1o 2; (x ' ) 3, .. DC, )3
J ¢ =1 Cl . =/ -d L ‘d L -1
deze hobbon wig caus reoas vorockond vtmmﬁahi"bupaling van ol .
‘ " ' 8 | oy . - vy oad ey e R B S
Hot { /- Jl.de ¢loment van Y AT X s, met gocde benadering, golljk

drn de som van Al producten von doe tweede verschillen van X en

A
<

.......

. L
xf o Preedil g

B N x . X )(:z.. X e e _ X )(1 . X )
. - £ fn(d’ 42 03 € ’gl) ( é"“?“" G;’V? Y1 -1 '/{;7'7 ”

wanneoer wlg de cerste on Ltwecde verschillen van de x~-cn aangeven

s t I o) 5 s
¢l

L

In 5.2 verme 1dden wil ] al dat £ booerkt 1is tob het interval

}

(O;4) . Daarom worcdt,als bFenadering, met de cerste twee momenton

M -- o R f e - - 1. S
voor & /4 cen B-virad. 11 Ny aangeopast, Wig onderstellen dugs aat
e verace lingscichthaoid fwﬂrzg;fﬂq &ipajVLfl‘WCﬂﬂit door

[ Blp.o)] (d/‘{f) d/'f-f)

A T HL R S, A R N . | -~ .
volicdise bOta-functic), zodat dus

i,,‘,f.-ﬁ

(B(p,g) it

waarult moet belhuip van (7:1) on (7;5;0) te burekenen zijn

Om kriticlke waoarden voor 4 to benalen met deze cang cpaste
verdoeling kunnen de toabell . n van CATHERINL THOMPSON (1941) ge-
crulkt worcen of do tabellon van deo fmwvcrdalin% me € 29 ¢ 2p

vrlghcidgpgraden, waarbi )

Foep(u-a)/lg4).
Zign 2p c¢n 29 nict gehecl, dan 2ijn volgens CARTER (1947) de
Krificke waarden van

@&)ﬁ%;_jf (natuurlijke logarithme)

b1lj benadering gelljk aan

(AR FD L(’/zf) {"'/QPH ;"\ (51 ) - 5/3)]

-
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waarin o2
S..-:(//zp) 'f""(l’/gg) N "75.:,2/5: en A -(Se -ﬂs/)%{-;

18 en, bij onbetrouwbaarheden == 0,05 en < =0,01 | f en A gege -
ven worden door:

<A | Dy,05 O, 0!
|

,
\S | b 2,326 3

)\ Q491 O,L 020

Do Toets tegen negatiovve correlatic loopt volkomen analoog wan-
acer wilig overal o door 4 . d vervangen (hierdoor worden dus p

e e - Y 1

cn g gewijzilpd (( Ef{y. o). 4. £ o en O y-dls o o} ) .

8. Opmerkingen

S.1. Wil men de beschreven toets van DURBIN en WATSON toecpassen
ob een geval waarbij de¢ onafhankelijke variabelen bekende func-
tles zijn van dec tijd (vooral wanneer dit monotone functies z1jn),
dan moet enige voorzichtigheid b1J de interpretatie van de uit-
Slag van de toets betracht worden. Immers gaat men in ec¢n derge-
11jk geval van cen minder geschikt regressiemodel uit (b.v. van

5 y ,_:./sm /% x (&) Terwlygl het model I G /%T./x x.d(*z-p/al :cf(é) betor
geweest zou zijn),dan zullen grocpen van naburige waarnemings -
punten (die dus ook wat de tijd betreft "naburig" zijn) gezamen-
1iJk boven of onder de aangepast regressielign liggen. Voor de
met cen beterc aanpassing gevonden zou hebben. Het resultaat is
dat, volgens de tocts, tot positicve correclatie besloten wordt,
waar 1n werkelljkheid wellicht a2lleen van slechte aanpassing
sprakce 1s of dat cen eventuele negatieve kKetting~-correlatic door
cde slechte aanpassing nu nict mecr gecvonden wordt. Blj regressic-
modellen als deze verdicnt het dan ook aanbevellng indien moge -
Ligk cerst de aanpassing te onderzocken (b.v. met de :sztoutsﬁ

_____

of met cen andere tocts, die op sommen van gekwadratecerde resi-

ducn berust) con pas als deze bevredipend is de toets op ketting -

correlatic uirt tLe voeren.,

Begstaat cer geen direct functionecl verband tussen de tijd

van deze mocilijkheid geen last hebkben.,
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.. Nadat dit artikel receds gereced gekomen was, berelikte ons
cen artikel van E.J. HANNAN (1955) wesarin ecn exacte toets tegon
kKetlingecorre latie tussen de regiducn bij regressiecanalyse wordt

gegeven, gebascerd op de Z-~toets Decze toets berust op een kunst-

greep,; die bestaat uit het verdelin ven de waarnemingen in twee
gelljgke groepen, nl. die met cven en die met oneven rangnummer
1n dc beschouwde volgorde.
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